
  

Abstract—We  analyse  the  effect  of  gate  surface 

curvature on the nonlinear dynamics of an array of surge‐

type wave energy converters (WECs) in a channel. Using an 

asymptotic expansion up  to  the  third order, we  show  the 

occurrence  of  new  detuning  and  damping  coefficients  in 

the Ginzburg‐Landau  evolution  equation, which  are  not 

present in the case of flat surging WECs. The occurrence of 

nonlinear  synchronous  resonance  by  monochromatic 

incident waves with small amplitude and frequency equal 

to  the  trapped‐mode eigenfrequency  is shown. Unlike  the 

case of flat WECs or linear theories, synchronous excitation 

is now possible because of interactions between the wave 

field  and  the  curved  WEC’s  surface  at  higher  orders. 

Finally,  the effects of  the power  take‐off  (PTO) device on 

the generated power and  the global  response of  the array 

are  studied.  We  obtain  that  nonlinear  synchronous 

resonance can be substantial for design purposes. 

 

Keywords—Resonance,  wave‐structure  interaction, 

nonlinear theory. 

I. INTRODUCTION 

N this paper we examine the synchronous nonlinear 

resonant  excitation  of  an  array  of  curved  surge‐type 

wave energy converters (WECs) in a semi‐infinite long 

channel. Surge‐type WECs  are  among  the most  efficient 

and  promising  devices  to  capture  energy  from  ocean 

waves. Such bodies oscillate under the action of  incident 

waves  and  are  capable  of  producing  energy  with 

potentially  large  efficiency.  For  an  extensive  review we 

refer  to  [1]‐[2].  The  literature  on  the  hydrodynamic 

modelling  of  surge‐type  devices  is  vast  and  deeply 

developed  by  several  authors  [3]‐[11].  Works  on 

experimental  analysis  [12]  and  numerical  investigations 

[13] are available as well. 

A large part of the theoretical models developed so far 

on  the  dynamics  of  surging  WECs  neglect  nonlinear 

interactions between water waves and oscillating bodies. 

This  can  be  unjustified when  trapped  array modes  are 

resonantly excited by normally incident waves with small 

amplitude. 
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Indeed, [14] recently showed that subharmonic resonance 

and  mode  competition  of  trapped  modes  significantly 

increase energy extraction efficiency of an array of gate‐

type devices. Furthermore, recent studies on curved flap‐

type  gates  suggest  that  using  curved  structure  could 

further  improve  the  economics of WECs by maximizing 

wave  power  extraction  in  non‐resonant  configurations 

[15]. Motivated by these new developments, in this work 

we  analyze  the  effect  of  gate  surface  curvature  on  the 

synchronous nonlinear resonant dynamics of an array of 

surging WECs.  

We show  that a small horizontal deviation of  the gate 

surface produces significant changes  in  the behaviour of 

the  system.  Using  an  asymptotic  expansion  up  to  the 

third  order,  the  nonlinear  governing  equations  is 

decomposed  in a sequence of  linearized boundary‐value 

problems  of  order  n  and  harmonic  m  [3].  Gate  shape 

effects resonate the first harmonic at the second order, so 

that three timing with a slow time scale and a super‐slow 

time scale is necessary to avoid secularity [16]. 

Here  we  consider  the  synchronous  excitation  of  a 

single  mode  by  monochromatic  waves  with  small 

amplitude  and  frequency  corresponding  to  the 

eigenfrequency  of  the  trapped  mode.  A  similar 

phenomenon can be  found  in  the context of edge waves 

[17].  Products  between  the  gate  shape  function  and  the 

second‐order  terms  that  force  the  first  harmonic  at  the 

third  order  are  obtained. We  derive  the  corresponding 

complex  nonlinear  evolution  equation  of  the Ginzburg‐

Landau type [18]‐[19], which describes the time evolution 

of  the  resonated  trapped  mode  amplitude.  Such  an 

equation  is more  complicated  than  that  already  studied 

by  [14], because  it  includes new  terms which depend on 

the  shape  array  function.  We  then  characterise  the 

occurrence  of  stable  and  unstable  branches  for  the 

equilibrium  fixed  points  and  show  that  large  damping 

removes instability. 

We remark that this nonlinear excitation is not possible 

for flat WECs, because in that case the evolution equation 

would  be  damped  and  unforced. We  finally  show  that 

synchronous  resonance  yields  constructive  interactions 

that can be substantial for design purposes. 

II. NONLINEAR GOVERNING EQUATIONS 

With  reference  to  Fig.1,  consider  a  semi‐infinite 

channel  of  constant  depth  ℎ′  and  width  𝑏′.  Define  a 
Cartesian reference system ሺ𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱሻ with  the horizontal 

𝑥ᇱ and 𝑦ᇱ‐axes lying on the undisturbed free surface level 

and the 𝑧ᇱ axis pointing vertically upward. Primes above 
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the variables  indicate physical quantities. At 𝑥ᇱ ൌ 0  rests 
an  array  of  surge‐type WECs,  each  with mass  𝑀ᇱ  and 

width 𝑎ᇱ,  allowed  to oscillate horizontally  (surge)  along 

the channel without bottom  friction, under  the action of 

incident monochromatic waves.  

The  choice  of  a  surging  WEC  device  simplifies  the 

algebra but does not  change  the mathematical  structure 

of problems involving, for example, devices installed in a 

breakwater.  In  this  last  case,  the  breakwater need  to  be 

properly designed to trigger nonlinear resonances.   

Each WEC  is connected  to  the channel back wall by a 

spring‐PTO/damper  system  operating  in  parallel.  The 

spring has elastic constant 𝐶ᇱ, while the PTO has constant 

coefficient 𝜈′௣௧௢ and exerts a force proportional to the gate 

horizontal velocity. Let us assume  incoming waves  from 

𝑥ᇱ → ൅∞, normally incident to the gates. Let 𝐺𝑞, q=1,…,Q, 

denotes  the  qth  gate  and  𝑋ᇱ
௤   be  the  horizontal 

displacement of 𝐺𝑞 in the 𝑥ᇱ direction. Then we can define 

𝑋ᇱሺ𝑦ᇱ, 𝑡ᇱሻ ൌ ൛𝑋ᇱ
ଵሺ𝑡′ሻ, … , 𝑋ᇱ

ொሺ𝑡′ሻൟ  as  the  piece‐wise 

displacement  function  of  the  entire  array.  The  fluid  is 

assumed  to be  inviscid and  incompressible and  the  flow 

irrotational.  Hence,  the  velocity  potential  Φሺ𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱ, 𝑡′ሻ 
satisfies the Laplace equation in the fluid domain . The 
position  of  the wetted  gate  surface  is  described  by  the 

following equation 

 𝑥ᇱ െ 𝑋ᇱ െ 𝛿ᇱ ൌ 0, (1)

where 𝛿ᇱ denotes  the deviation of  the array surface  from 
the vertical plane 𝑥ᇱ ൌ 0. Let 𝐴′

𝑇 be  the scale of  the  free‐

surface  trapped  oscillations,  𝜆ᇱ  the  wavelength,  𝜔ᇱ the 
eigenfrequency  of  the  natural  mode  and  𝑔′  the 

acceleration due to gravity. Then introduce the following 

non‐dimensional quantities: 

 

 ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ
ሺ𝑥ᇱ, 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱሻ

𝜆ᇱ , 𝐺 ൌ
𝑔′

𝜔′ଶ𝜆ᇱ, 

 Φ ൌ
Φᇱ

𝐴ᇱ
்𝜆ᇱ𝜔ᇱ , ζ ൌ

𝜁ᇱ

𝐴ᇱ
்

, 𝑡 ൌ 𝜔ᇱ𝑡ᇱ,  

ሺ𝑎, 𝑏, ℎሻ ൌ
ሺ𝑎′, 𝑏′, ℎ′ሻ

𝜆ᇱ , 𝑋 ൌ
𝑋′

𝐴′்
, 𝛿 ൌ

𝛿ᇱ

𝛿ᇱ
௚

,  

(2)

where 𝜁ᇱ is the free surface elevation, 𝛿′
𝑔 the length scale 

for 𝛿ᇱ and 𝐺 the non‐dimensional eigenfrequency of order 

𝑂ሺ1ሻ.  Let  the  following  length  ratios  be  much  smaller 

than unity: 

 𝜀 ൌ 𝐴ᇱ
்/𝜆ᇱ ∼ 𝛿ᇱ

௚/𝜆ᇱ ≪ 1. (3)

Since  the partial derivatives  of  𝛿ᇱ with  respect  to  the 

coordinates 𝑦ᇱ, 𝑧ᇱ are of order 𝑂ሺ𝜖ሻ, the latter assumptions 

imply  that  the  shape  of  the  array must  be  smooth  and 

regular.  

Using the dimensionless variables (2)‐(3), we derive the 

following  governing  equation,  nonlinear  boundary 

conditions  and  equation  of motion  in  non‐dimensional 

form.  The  Laplace  and  Bernoulli  equations  in  the  fluid 

domain are, respectively, 

 ∇ଶΦ ൌ 0, (4)

 െ
𝑝ᇱ

𝜌ᇱ𝜔′ଶ𝜆ᇱ ൌ 𝐺𝑧 ൅ 𝜀
𝜕Φ
𝜕𝑡

൅ 𝜀ଶ 1
2

|∇Φ|ଶ, (5)

where  𝜌ᇱ  is  the  fluid  density.  The  dynamic  and mixed 

boundary conditions on the free surface are given by 

 െ𝐺𝜁 ൌ
𝜕Φ
𝜕𝑡

൅ 𝜀
1
2

|∇Φ|ଶ, 𝑧 ൌ 𝜀𝜁, (6)

 
𝜕ଶΦ
𝜕𝑡ଶ ൅ 𝐺

𝜕Φ
𝜕𝑧

൅ 𝜀
𝜕|∇Φ|ଶ

𝜕𝑡
൅ 𝜀ଶ 1

2
∇Φ ∙ ∇|∇Φ|ଶ

ൌ 0, 𝑧 ൌ 𝜀𝜁, 
(7)

while  the  no‐flux  conditions  at  the  bottom  and  channel 

walls require  

 
𝜕Φ
𝜕𝑧

ൌ 0, 𝑧 ൌ െℎ, (8)

 
𝜕Φ
𝜕𝑦

ൌ 0, 𝑦 ൌ 0, 𝑦 ൌ 𝑏. (9)

The kinematic condition on the non‐dimensional time‐

dependent array surface 𝑥 ൌ 𝜀ሺ𝑋 ൅ 𝛿ሻ can be written as 

 
Fig. 1.  Plan geometry and side view of the system. Each body is connected with a vertical back wall through a spring‐damper (PTO) system 

in parallel.  
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𝜕Φ
𝜕𝑥

ൌ
𝜕X
𝜕𝑡

൅ 𝜀 ൬
𝜕Φ
𝜕𝑦

𝜕𝛿
𝜕𝑦

൅
𝜕Φ
𝜕𝑧

𝜕𝛿
𝜕𝑧

൰, (10)

while  the  equation  of  motion  of  the  qth  curved  gate 

coupled with a PTO device is given by 

 

𝜀𝑀
𝜕ଶX௤

𝜕𝑡ଶ ൅ 𝜀𝑆𝐺X௤ ൅ 𝜀ଷ𝜈௣௧௢
𝜕X௤

𝜕𝑡

ൌ න 𝑑𝑦 ቊන 𝑑𝑧 ൬𝜀
𝜕Φ
𝜕𝑡

ఌ఍

ିଵ

௤௔

ሺ௤ିଵሻ௔

൅ 𝜀ଶ 1
2

|∇Φ|ଶ൰ ൅ න 𝐺𝑧𝑑𝑧
ఌ఍

ିଵ
ቋ ,

(11)

where M=M’/(𝜌ᇱ𝜆ᇱଷ)  is  the  non‐dimensional mass  of  the 

gate,  S=S’/(𝑔′𝜌ᇱ𝜆ᇱଶ)  the  non‐dimensional  stiffness  of  the 

spring,  𝜈௣௧௢=𝜈′௣௧௢/(𝐴்
ᇱଶ𝜔′𝜌ᇱ𝜆ᇱ)  the  non‐dimensional  PTO 

coefficient  while  all  the  terms  on  the  right‐hand  side 

represent  the  contribution due  to  the dynamic pressure. 

In  (11)  we  have  assumed  the  effect  due  to  the  PTO 

damping force on the gate motion to be small if compared 

to the other terms. Large values of 𝜈′௣௧௢ comparable with 

leading‐order terms would render the equation of motion 

at O(1)  damped  and  unforced,  so  that  a  trapped‐mode 

solution would not  be possible  anymore. Assuming  the 

following  scales:  𝐴ᇱ
்~𝑂ሺ1ሻ  m,  𝜔′~𝑂ሺ1ሻ  rad  s‐1, 

𝜆ᇱ~𝑂ሺ10ሻ ൊ 𝑂ሺ10ଶሻ m,  the values of 𝜈′௣௧௢  that  satisfy  the 

scale above are of order 𝑂ሺ10ସሻ ൊ 𝑂ሺ10ହሻ Kg s‐1.  
Now we demonstrate  that  these  orders  of magnitude 

are physically congruent with power take‐off systems for 

practical engineering applications.  If  the array moves  in‐

phase,  solution  of  the  linearized  two‐dimensional 

radiation velocity potential yields  the radiation damping 

acting on each gate 

 

𝜈′ഥ ൌ 

𝜔′𝜌ᇱ𝑎′ሺsinh 𝑘′ℎ′ሻଶ

𝑘′ଷ ቆ
2𝑘ᇱℎ′ ൅ sinh 2𝑘′ℎ′

4𝑘′
ቇ

ିଵ

, 
(12)

where 𝑘′ is the real solution of the dispersion relation 

 𝜔′ଶ ൌ 𝑔′𝑘′ tanh 𝑘ᇱℎ′. (13)

Maximum  power  extraction  efficiency  requires 

resonance and 𝜈ത′ ൌ 𝜈′𝑝𝑡𝑜 [3], hence expression (12) gives a 

first  estimate  for  the  optimal  damping  that  maximizes 

generated power for a resonated surging WEC. If the gate 

dimensions are of order 𝑂ሺ10ሻ m, expression  (12) yields 

𝜈′ഥ~𝑂൫105൯ Kg  s‐1,  i.e. a value  comparable with  the PTO‐

coefficient scaling assumed in this work. This means that 

nonlinear effects due  to hydrodynamic contributions can 

be  important because  they are comparable with  the PTO 

damping term. Thus, neglecting nonlinear hydrodynamic 

terms might cause one to overlook constructive resonance 

phenomena  like  the synchronous  resonance mechanisms 

analysed here. 

III. PERTURBATION HARMONIC EXPANSION AND THREE 

TIMING 

Let  us  assume  the  following  expansions  for  the 

unknowns up to the third order 𝑂ሺ𝜀ଶሻ: 

 

ሼΦ, ζ, 𝑋ሽ ൌ                                 

ൌ ෍ ሼϕଵ௠, ηଵ௠, 𝜒ଵ௠ሽ𝑒ି௜௠௧

ଵ

௠ୀ଴

൅ ෍ 𝜀ሼϕଶ௠, ηଶ௠, 𝜒ଶ௠ሽ𝑒ି௜௠௧

ଶ

௠ୀ଴

൅ ෍ 𝜀ଶሼϕଷ௠, ηଷ௠, 𝜒ଷ௠ሽ𝑒ି௜௠௧

ଵ

௠ୀ଴

൅∗, 

(14)

where the symbol ∗ denotes the complex conjugate of the 

terms  inside  the series. We point out  that  the unknowns 

above  depend  on  the  slow‐time  scales  𝑡ଵ ൌ 𝜀𝑡  and  𝑡ଶ ൌ
𝜀ଶ𝑡,  respectively.  Unlike  the  case  analysed  in  [14],  the 
three‐timing assumption is necessary here because of the 

presence  in  the  governing  equations  of  terms 

representing  the  shape  of  the  array. These  terms  give  a 

resonant  forcing  for  the  first‐harmonic  solution  at  the 

second  and  third  order,  so  that  solvability  conditions 

must be applied in order to avoid secularities. Moreover, 

the three‐time scales add terms in the evolution equation 

for the modal amplitude at the third order 𝑂ሺ𝜀ଶሻ and the 
corresponding stability analysis for the equilibrium states 

increases in complexity. 

Substitution  of  (14)  into  the  governing  equation, 

boundary  conditions  and  equation  of  motion  (4)‐(11) 

allows us to split the nonlinear problem in a sequence of 

linear boundary value problems of order n and harmonic 

m. Corresponding forcing terms and methods of solutions 

are algebraically quite long and are not reported here for 

the sake of brevity. Here we refer to [18] for mathematical 

insights.  

Here  the  synchronous  excitation  of  a  single  trapped 

mode  by  small  monochromatic  incident  waves  at  the 

second  order  𝑂ሺ𝜀ሻ  is  analysed.  We  remark  that  such 

nonlinear  dynamics  is  peculiar  to  curved  gates  and 

nonlinear resonance mechanisms. Indeed, trapped modes 

cannot  be  resonated  in  linear  theories  by  normally 

incident  waves  because  of  orthogonality  between  the 

modal matrix and forcing terms, while flat systems do not 

allow  nonlinear  synchronous  excitation  when  the 

incident waves are small if compared to the trapped wave 

field. This is due to the absence of first‐harmonic terms at 

the  third  order  that  include  the  forcing  incident  wave 

potential.  In  that  case,  the  evolution  equation would  be 

damped  and  unforced  and  the  corresponding  solution 

would be given by the trivial stable state.  

IV. NONLINEAR SYNCHRONOUS RESONANCE 

The  first  harmonic  problem  at  the  leading  order  is 

homogeneous  and  unforced,  hence  the  corresponding 
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solution  is  given  by  the  trapped mode  only  [7]. At  the 

second  order,  the  inhomogeneous  problem  is  forced  by 

products  between  the  first  order  solution  and  the  gate 

shape function. Since 𝜔 and ϕ11 solve the 𝑂ሺ1ሻ boundary 
value  problem,  while  the  second  order‐first  harmonic 

problem for ϕ21 is forced, a solvability condition must be 

now  applied  to ϕ11  and ϕ21  to  avoid  secularity.  Let  us 

return back in physical variables except for the slow time 

scales  𝑡ଵ  and  𝑡ଶ.  After  some  lengthy  algebra,  Greenʹs 

theorem over the entire fluid domain yields the following 

complex evolution equation 

 
𝜕χ′
𝜕𝑡ଵ

െ
𝑖𝑐ఋ

𝜔′𝛿′
χ′ ൌ 0, (15)

where χ′  is  the amplitude of  the  trapped mode, while 

the  real  coefficient  𝑐𝛿  represents  a  modulation  of  the 

modal  amplitude  growth  depending  on  gate  curvature 

and the first‐order trapped mode solution. The evolution 

equation (15) is linear, thus the corresponding solution is 

given by 

 χ′ሺ𝑡ଵ, 𝑡2ሻ ൌ 𝜗′ሺ𝑡2ሻ𝑒ି௜௖ഃ𝑡భ. (16)

Note  that  flat  gates  yield  𝑐𝛿 ൌ 0,  so  in  this  case  χ′ 
depends  on  the  super‐slow  time  scale  𝑡ଶ  only  (see  also 

[14]). At  the  third order,  the  inhomogeneous problem  is 

forced  by  second  and  first  order  solutions,  respectively. 

For the same reasons of the first harmonic problem at the 

second order  analysed before, we  invoke  the  solvability 

condition by  applying Greenʹs  theorem  to ϕ′11  and ϕ′31 

over  the  fluid domain . After some  lengthy algebra we 

obtain  the  following  forced  evolution  equation  of  the 

Ginzburg‐Landau  form  [19]  for  the  modal  amplitude 

depending on the slow time scale 𝑡ଶ: 

 

െ𝜀ଶ𝑖
𝜕𝜗′
𝜕𝑡ଶ

ൌ 𝜗′ሺ𝑐𝐴 ൅ 𝑖𝑐𝐵ሻ ൅ 𝜗ᇱଶ𝜗ᇱ∗ሺ𝑐𝑁 ൅ 𝑖𝑐𝑅ሻ

൅ 𝐴′𝑒
ି௜௖ഃ௧భ

ఌ ሺ𝑐𝑆 ൅ 𝑖𝑐𝑈ሻ
൅ 𝑖𝜗′𝜈′௣௧௢𝑐𝐿, 

(17)

where  𝜗′∗  is  the  complex  conjugate  of  𝜗′.  The  latter 
equation now has additional terms when compared to the 

evolution  equation  in  [14]  for  flat WECs.  These  are  the 

new  terms  𝑐஺  and  𝑐஻,  the  complex  forcing  coefficient 

(𝑐ௌ+𝑖𝑐௎) and the real coefficient 𝑐ఋ. 

The  coefficients  𝑐஺  and  𝑐஻  represent,  respectively, 

detuning and damping caused by the shape of the array. 

Flat gates  (𝛿′ ൌ 0) give 𝑐஺ ൌ 𝑐஻ ൌ 0. We point out  that 𝑐஺ 

and  𝑐஻  are  invariant  for  profiles  that  are  symmetrical 

about 𝑥′ ൌ 0. The forcing coefficients 𝑐ௌ and 𝑐௎ represent 

the energy  influx by  the  incident waves.  Is  it possible  to 

demonstrate  that  both  flat  and  symmetrical 

configurations  about  the  vertical  plane  𝑦′ ൌ 𝑏′/2  yield 
𝑐ௌ ൌ 𝑐௎ ൌ 0 and that cannot be resonated synchronously. 

Concerning  the  other  coefficients,  𝑐ே  represents 

nonlinearity,  𝑐ோ  is  the  radiation  damping  due  to  the 

second‐harmonic  radiation  at  the  second  order while  𝑐௅ 

represents the effects due to the linear PTO. 

Instead of perfect resonance, let us consider a detuning 

∆𝜔  between  the  trapped  mode  and  the  incident  wave 

frequency  such  that  the  ratio  ∆𝜔′/𝜔′ ൌ 𝜔ଶ𝜀ଶ  [14].  Then, 

the evolution equation (17) becomes 

 
െ𝑖

𝜕𝜗ᇱഥ

𝜕𝑡ᇱ ൌ 𝜗ᇱഥ ሺ∆𝜔ᇱ ൅ 𝑐𝐴 ൅ 𝑖𝑐𝐵ሻ

൅ 𝜗ᇱଶതതതത𝜗ᇱ∗തതതതሺ𝑐𝑁 ൅ 𝑖𝑐𝑅ሻ

൅ 𝐴ᇱሺ𝑐𝑆൅𝑖𝑐𝑈ሻ ൅ 𝑖𝜗̅ᇱఔᇲ
೛೟೚𝑐𝐿, 

(18)

where  

 𝜗′ ൌ 𝜗̅′𝑒ି௜ቀఠమ௧మା
௖ഃ௧భ
ఠᇱఌ ቁ. (19)

Since the corresponding energy equation is given by 

 
𝜕ห𝜗′ഥ ห

ଶ

𝜕𝑡′
ൌ െ2ห𝜗ᇱഥ ห

ଶ
൫𝑐𝐵 ൅ 𝜈ᇱ

௣௧௢𝑐𝐿൯ െ 2ห𝜗ᇱഥ ห
ଶ

𝑐𝑅

െ 2𝐴′ Im൛ሺ𝑐𝑆 െ 𝑖𝑐𝑈ሻ𝜗′ഥ ൟ 

(20)

and  both  coefficients  𝑐ோ  and  ൫𝑐஻ ൅ 𝜈′௣௧௢𝑐௅൯  are  positive, 
their  effect  is  to  damp  the modal  amplitude.  Usage  of 

action‐angle  variables  𝜗′ഥ ൌ 𝑅′𝑒𝑖𝜓′  yields  a  nonlinear 

dynamical system in the unknowns 𝑅′ and 𝜓′  

 
డோᇱ

డ௧ᇱ
ൌ െ𝑅′൫𝑐𝐵 ൅ 𝜈ᇱ

௣௧௢𝑐𝐿൯ െ 𝑅ᇱଷ𝑐𝑅 ൅

𝐴′ሺ𝑐𝑆 sin 𝜓′ െ 𝑐𝑈 cos 𝜓′ሻ, 
(21)

 
డటᇱ

డ௧ᇱ
ൌ Δ𝜔ᇱ ൅ 𝑅ᇱଶ𝑐ே ൅

஺ᇲ

ோᇲ ൫𝑐𝑈 sin 𝜓′ ൅

𝑐𝑆 cos 𝜓′൯. 
(22)

The  latter  system  admits  nontrivial  stable/unstable 

states while  trivial  fixed points  corresponding  to 𝑅′ ൌ 0 
are absent. In particular, nontrivial fixed points are given 

by the roots of the following implicit equation in 𝑅′: 

 
െ𝑅′൫𝜈′௣௧௢𝑐𝐿 ൅ 𝑐𝐵 ൅ 𝑅′ଶ𝑐𝑅൯ ൅

ඥ𝐴′ଶሺ𝑐ௌ
ଶ ൅ 𝑐௎

ଶሻ െ 𝑅′ଶሺ𝑐ே𝑅′ଶ ൅ ∆𝜔′ ൅ 𝑐𝐴ሻଶ ൌ
0, 

(23)

for  which  corresponding  solutions  can  be  obtained 

through numerical methods. Equation  (23) admits either 

a  single  stable  fixed  point  or  the  coexistence  of  three 

roots, i.e. two stable points and one unstable saddle. This 

depends  on  the  values  of  both  detuning  ∆𝜔′  and  PTO 
coefficient  𝜈′௣௧௢. Differently  from what was  obtained  by 

[14],  the  stable  branch  never  coincides with  the  origin, 

hence the amplitude at the equilibrium is always positive. 

V. POWER EXTRACTION EFFICIENCY 

Let us  consider  the  simplest  case of 𝑄 ൌ 2 gates. This 
system has  two degrees of  freedom,  thus solution of  the 

homogeneous  first‐harmonic  problem  at  the  leading 
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order  yields  a  single  out‐of‐phase  trapped  mode  with 

normalized eigenvector 𝑟௤ ൌ ሼെ1, 1ሽ. 
Let us consider constant water depth ℎ′ ൌ 5 m and gate 

width  𝑎′ ൌ 5  m.  The  amplitude  of  the  small  incident 

waves must be at the second order, thus we assume 𝐴′ ൌ
0.1  m.  Now,  let  us  compare  two  different  gate 

configurations  that  can  be  of  practical  engineering 

interest, respectively: 

 𝛿′ଵ ൌ
𝑏′
10

cos
𝜋𝑦′
𝑏′

, (24)

  𝛿′ଶ ൌ
𝑏′

10
cos

𝜋𝑦′

𝑏′

cosh 0.24ሺℎ′ ൅ 𝑧′ሻ

cosh 0.24ℎ′
. 

 
(25)

The  number  0.24  (in  m‐1)  inside   𝛿′ଶ  denotes  the 
wavenumber  corresponding  to  the  eigenfrequency 𝜔′ ൌ
1.4 rad s‐1. This value has been chosen  to check whether 

matching of vertical eigenfunctions and gate profile gives 

constructive resonant effects in terms of generated power. 

Let  us  focus  the  attention  on  a  fixed  eigenfrequency 

and analyse the effects of the PTO damping coefficient on 

the dynamic behaviour. For example, take 𝜔′ ൌ 1.2 rad s‐1 
and assume  two values of 𝜈′௣௧௢,  respectively 103 and 104 

kg  s‐1.  The  corresponding  equilibrium  branches  defined 

by (23) for configurations 𝛿′ଵ and 𝛿′ଶ are plotted in Fig. 2 

and  Fig.  3.  The  continuous  lines  correspond  to  stable 

fixed points, while  the dashed  line  is related  to unstable 

saddles. Note  that  for  large  values  of  𝜈′௣௧௢  the unstable 

fixed  point  disappears,  thus  we  have  one  stable  fixed 

point for the entire range of detuning ∆𝜔′ and absence of 
non‐trivial instability. 

The  corresponding  capture  factor, which  assesses  the 

system’s efficiency, reads [5] 

 𝐶ி ൌ
2𝜈′௣௧௢ሺ𝜔′ ൅ Δ𝜔′ሻଶ ∑ 𝑟௤

ଶ𝑅′ଶொ
௤ୀଵ

𝐸′𝐶ᇱ
௚𝑏′

, (26)

where the  term at  the numerator of (26)  is  the generated 

power  by  the  array,  the  denominator  represents  the 

energy  flux  by  the  incident  waves  per  array  width  b, 

while 

𝐸′𝐶′௚ ൌ
𝜌′𝑔′𝐴′ଶሺ𝜔′ ൅ ∆𝜔′ሻ

4𝑘′
ቆ1 ൅

2𝑘′ℎ′
sinh 2𝑘′ℎ′

ቇ. (27)

In  the  latter  equation,  both  group  celerity  𝐶′௚  and 
wavenumber 𝑘′ are related to the frequency ሺ𝜔′ ൅ ∆𝜔′ሻ.   
Fig.  4  and  Fig.  5  show  the  maximum  of  𝐶𝐹  for  the 

configurations  𝛿′ଵ  and  𝛿′ଶ,  respectively.  The maximum 

value is 0.7 for 𝛿′ଵ. This means that a device designed to 

resonate  synchronously  trapped  modes  can  achieve 

significant  efficiency.  Fig.5  also  shows  that  𝐶ி  has  a 

smooth  trend  without  maxima  or  minima  in 

correspondence  of  𝜔′ ൌ 1.4  rad  s‐1.  Therefore, matching 

the gate profile to the vertical eigenfunction does not give 

significant  contributions.  Finally  note  that  configuration 

𝛿′ଵ  is more efficient  than 𝛿′ଶ. This  is because  the  forcing 

coefficients 𝑐ௌ and 𝑐௎ for the first configuration are always 

greater  than  the  coefficients  for  configuration  2,  hence 

forcing contributions over 𝛿ଵ are greater as well. 

VI. CONCLUSION 

We  analysed  the  hydrodynamic  interactions  between 

an  array  of  curved  surge‐type  WECs  and  weakly 

nonlinear waves  in a  semi‐infinite  channel. Perturbation 

expansion  and  three‐timing  with  two  slow‐time  scales 

allowed us to find the complex evolution equations of the 

Ginzburg‐Landau  for  synchronous  excitation.  New 

damping,  detuning  and  forcing  coefficients  that  are 

dependent on the array shape function and its derivatives 

appear in the equation. This dynamic is possible only for 

nonlinear  theories,  because  forcing  contributions  now 

depend on the products between the gate shape function 

and second order velocity potentials at the third order.  

Then  the effects of curved shapes on  the synchronous 

resonance mechanism are investigated by comparing two 

WEC configurations of practical engineering interest. We 

Fig.  2.    Stable  and  unstable  equilibrium  branches  for  the  first

configuration 𝛿′ଵ. The  solid  lines  correspond  to  stable  fixed points,
while the dotted line is related to an unstable saddle. 

Fig. 3.   Stable and unstable equilibrium branches  for  the  second

configuration 𝛿′ଶ.  
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found  that  effects  of  synchronous  interactions  on  the 

generated  power  can  be  substantial  for  optimization 

purposes.  This  highlights  the  importance  of  including 

nonlinear  resonances  in  the  cost‐benefit  analysis  when 

choosing the gate shape. 

We also demonstrated  that  the PTO damping  term at 

the  third  order  is  physically  coherent with  systems  for 

power  absorption  and  that  can  be  comparable  with 

higher‐order hydrodynamic terms. 

We assumed  the PTO coefficient be  the same  for each 

gate  and  constant  in  time.  Variable  values modify  the 

equation  of  motion  at  the  third  order,  and  the 

mathematics  increases  in  complexity.  This  is  an 

interesting  aspect  that will  be  investigated  in  the  close 

future. 

Moreover,  in  this  work  we  analysed  the  case  of 

normally  incident  waves.  Oblique  waves  of  small 

amplitude  excite  normal  modes  at  higher  orders  and 

remove  the  symmetry  in  the  equation  of motion  at  the 

second order. This  can be  important  if  the WECs are  in 

real seas conditions where  the direction of  the  incoming 

waves is not necessarily orthogonal to the array surface. 

Finally, damping  effects  such  fluid  shear  stresses  and 

vortex shedding between adjacent gates are  inevitable  in 

real conditions. These detrimental effects reduce the gate 

oscillations and  the corresponding generated power and 

should be  considered  to better evaluate  the efficiency of 

the WEC array. 
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